Was macht ein Spirograph?

Peter Simons <simons@cryp.to>

2010-11-17

1 Zykloiden

Angenommen, ein Kreis rollt gleichméfig auf einer Geraden entlang. Wird nun
ein beliebiger Punkt des Kreises markiert, so beschreibt dieser im Verlaufe der
Roll-Bewegung eine Kurve, die Zykloide (“Radlinie”) genannt wird:

Riickt der ausgewihlte Punkt ndher an den Kreismittelpunkt heran, so wird

diese Kurve flacher:

Genauso ist es moglich, einen Punkt zu wihlen, der aulerhalb des Kreises
liegt. Ein Spirograph kann eine solche Zykloide zwar nicht erzeugen, aber die
Pedale eines Fahrrades durchlaufen beispielsweise eine solche Kurve:
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Mathematisch lassen sich Zykloide mit einfacher Geometrie beschreiben.

Sei r der Radius des rollenden Kreises,
und sei ' der Abstand des ausgewihlten
Punktes vom Kreismittelpunkt. Wenn der
Kreis auf der z-Achse die Distanz ar
zuriickgelegt hat, dann bezeichnet o den a
Wilzwinkel der erfolgten Bewegung. Der
Mittelpunkt des “neuen” Kreises liegt
bei (ar,r). Um von dort auf den dazu-
gehorigen Punkt der Hypozykloiden zu
kommen, ist eine Verschiebung um —r’ sin(a) auf der z-Achse und um —r’ cos(«)
auf der y-Achse notwendig. Eine Zykloide ist also eine Abbildung, die jedem
Wilzwinkel « das (x, y)-Koordinaten-Paar (ar — r’ sin(«), r — 1’ cos(a)) zuord-
net.
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2 Hypozykloiden

Rollt ein Kreis mit Radius r nicht auf einer Geraden entlang, sondern auf der
Innenseite eines grofleren, ihn umgebenen Kreises mit Radius R, dann erzeugt
ein beliebig gew#hlter Punkt mit Abstand r’ zum Mittelpunkt des inneren Krei-
ses eine Kurve, die Hypozykloide genannt wird. Maf3geblich fiir die Struktur der
Kurve ist das Verhéltnis der Radien R und r.
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Fiir die in der vierten Spalte gezeigten Kurven gilt 7' > r; der gewihlte Punkt
liegt also auBerhalb des inneren Kreises. Diese Konfiguration ist mathematisch
gesehen kein Problem, mit handelsiiblichen Spirographen jedoch nicht méglich.



Zwar scheinen Hypozykloiden deut- Y
lich komplexer zu sein als Zykloiden, die
zugrunde liegende Geometrie unterschei-
det sich aber kaum. Die Strecke vom
Ursprung zum Mittelpunkt des inneren
Kreises hat die Linge R — r. Also liegt
der Mittelpunkt des inneren Kreises bei 3
((R—r)cos(a), (R —r)sin(e)). Um von
dort auf den Punkt der Hypozykloiden
zu kommen, ist eine Verschiebung um
r’ cos(8) auf der z-Achse und um 7’ sin(3)
auf der y-Achse notwendig. Aus der be- e} z
kannten Gleichung aR = (a — ) r folgt !
der gesuchte Wert 5 = ar;R. Eine Hy-
pozykloide bildet also jeden beliebigen Wilzwinkel a auf das folgende (z,y)-
Koordinaten-Paar ab:

2 =(R — 1) cos(a) + ' cos (o/ - R)

- R
y =(R —r)sin(a) + 7’ sin (ar >
r
Die Kurve schliefit sich, sobald eine volle Umdrehung des inneren Kreises mit
einer vollen Umrundung des &ufleren zusammenfillt, denn beide Kreise befinden

sich dann wieder im Ursprungszustand. Fiir natiirliche Radien R und r ist dies

nach ———— Umrundungen des dufleren Kreises der Fall.
ged(R, 1)

3 Epizykloide

Rollt ein Kreis mit Radius r auf der
AuBenseite eines Kreises mit Radius R
entlang, dann erzeugt ein fest gewéhlter Yy
Punkt mit Abstand 7’ zum Kreismit-
telpunkt des dufleren Kreises eine Kur- a
ve, die Epizykloide genannt wird. Fiir
einen gegebenen Walzwinkel a liegt der
Mittelpunkt des &ufleren Kreises bei
((R+7)cos(a), (R +r)sin(e)). Um von
dort zum Punkt der entsprechenden Epi-
zykloiden zu kommen, ist eine Verschie- A
bung um —r’ cos(a + ) auf der z-Achse
und um —7’'sin(a + 3) auf der y-Achse
notwendig. Aus der bekannten Gleichung aR = fr folgt § = a% und a + [ ist
somit gleich a@. Eine Epizykloide bildet also einen beliebigen Wéalzwinkel «
auf das folgende (z,y)-Koordinaten-Paar ab:
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x =(R+r)cos(a) — 7' cos (aR:_r>

y=(R+r)sin(a) — r'sin (aR+ r)
,



und vor allem mit
dass die Epizykloide

Wenn man sich diese Gleichungen etwas genauer ansieht —

denen der Hypozykloiden vergleicht —
(R, r,7’") mit der Hypozykloiden

dann erkennt man,
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—r') identisch ist.
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